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1. Resumo.

Este projeto trata da resolucdo de estruturas planas por andlise matricial, utilizando-se
o método dos deslocamentos, a fim de se calcular reacdes de apoio, esforgos internos
solicitantes, deslocamentos e armadura longitudinal de estruturas de concreto. Para este
fim, considera-se que a estrutura seja formada por elementos prismaticos, submetida a um
estado de carregamento qualquer, que devera ser transformado em carregamentos nodais
equivalentes. A estrutura a ser considerada para andlise neste primeiro médulo sera a do

tipo grelha.

2. Etapas realizadas.

Conforme previsto inicialmente, foi realizada a metade das etapas indicadas no plano
original, procurando-se porém ja escrever um texto que sirva de manual. Assim parte da
ultima etapa acabou sendo também escrita. Na Tabela 1 estdo as etapas indicadas

Tabela 1 -Etapas e temas desenvolvidas

Etapa | Tema

Revisdo Bibliografica

Geracdo ¢ leitura de dados

Montagem do vetor de cargas para a etapa i

Montagem da matriz de rigidez do elemento e da estrutura

Resolucdo do sistema de incognitas com a obtencdo dos valores dos deslocamentos da etapa i

— W[ —

1 Escrita de relatdrio e manual do programa

CRONOGRAMA
Més
Etapa | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 XXXX

XXX

5 XX | XX
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Nesta primeira parte usou-se ainda a Linguagem PASCAL para depois na segunda
etapa ser usado o DELPHI usando-se praticamente o mesmo codigo fonte. A listagem do

programa desenvolvido até o atual momento se encontra no Anexo II.

3.Introducao

A seguir, sera discorrido sobre o método dos deslocamentos aplicado para analise
matricial, que serda denominado posteriormente método de rigidez. Para tanto, ¢ necessario
explicitar algumas definigdes que facilitardo a compreensao do método.

e BARRAS PRISMATICAS. Considera-se uma estrutura formada por barras
prismaticas aquela cujos elementos sao corpos solidos lineares, ou seja, que
apresentam duas dimensdes muito menores que a terceira dimensao (da ordem
de 10 vezes), e que apresentam secdo transversal constante. Como a se¢do
transversal € constante as caracteristicas geométricas nao se alteram ao longo
do seu comprimento, ou seja, a area, inércia etc. sdo constantes ao longo do
comprimento. Cada elemento s6 podera ser de um tipo de material, concreto
armado, ago ou madeira etc.

e EIXOS- O conjunto da unido dos diversos centros de massa das secdes
transversais formarao o eixo da pega que sera um segmento de reta. Elementos
curvos podem ser discretizados por segmentos lineares de corda dos trechos
curvos.

e NOS- Os eixos dos elementos se interceptam nos chamados pontos nodais ou
ndés da estrutura. Para efeito de andlise estrutural, também podem ser
considerados nds os pontos de apoio e extremidades livres da estrutura ou
qualquer outro ponto interno pertencente ao eixo de um elemento.

e NOS DE APOIO- Os nés de apoio ou pontos de apoio podem ser engastes, que
impedem deslocamentos verticais, horizontais e rotagdes; articulagdes, que
impedem deslocamentos verticais e horizontais, mas permitem as rotagdes; € 0s

apoios moveis, que impedem apenas um dos deslocamentos supracitados.
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CARGA -Serdo consideradas cargas em uma estrutura as for¢cas concentradas,
cargas distribuidas, ou binarios que estardo submetendo a estrutura a um estado
de deformacao.

DESLOCAMENTOS- Entende-se por deslocamento uma rotacdo ou
translacdo em algum ponto do eixo da estrutura. A rotagcdo estd relacionada a
distancia percorrida por tal ponto enquanto a rotacao significa o angulo de
rotagdo da tangente a curva eldstica neste mesmo ponto. Por deformagdo,
podemos entender como sendo pequenas mudangas na forma que os membros
da estrutura sofrem ao serem solicitados pelo carregamento (ja definido
anteriormente). Vale ressaltar que os deslocamentos em uma estrutura sao
causados pelo acumulo de deformagdes sofridas pelos elementos que a compde.
GRELHA - Uma grelha é uma estrutura plana, composta de membros
continuos que se cruzam ou se interceptam. Na estrutura de grelha, além do
deslocamento transversal ao plano em que a mesma estd contida, hd uma
rotacdo no plano, que pode pensada como a soma vetorial de duas componentes
perpendiculares entre si, sendo uma destas componentes uma_rotagao de tor¢ao
e a outra uma rotacdo de flexdo. Salienta-se também que todas as forcas estdo
contidas em planos normais ao plano da estrutura, enquanto que todos os
binarios possuem seus vetores contidos no plano da estrutura. Esta
configuragdo de carregamentos implica que a estrutura esteja submetida a
esforcos internos como momentos fletores, momentos torcores e forgas

cortantes, mas que nao esteja submetida a forga normal.

Figura 1 — Exemplos de barras prismaticas
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4. Idealizacao da estrutura

Com o objetivo de facilitar os célculos, foram desconsideradas as forcas axiais nos
elementos que compde as grelhas. Isto € feito também porque a idéia € empregar o sistema
para analisar pavimentos de concreto e neste caso a rigidez da estrutura do pavimento ¢
muito grande. Utilizando-se este recurso, surgirdo trés esforgos internos nos elementos,
sendo um esfor¢o cortante, um momento fletor ¢ um momento torgor. Também sera
considerado que o modulo de elasticidade seja constante ao longo do comprimento de todos
os elementos. Uma vez que a barra considerada seja do tipo prismatica, a se¢do transversal
serd constante e, por conseguinte, 0 momento de inércia da secdo também o sera. Estas duas
consideragdes simplificardo os calculos dos deslocamentos dos elementos.

Deve-se ressaltar que, embora os elementos tenham sido considerados prismaticos, isto
nao implica que a sec¢do transversal da estrutura seja constante, pois aquela pode variar de
elemento para elemento, bem como o modulo de elasticidade.

Uma estrutura real também deve sofrer deformagdes devido a recalques da estrutura,
efeitos de temperatura, como também pode sofrer deformagdes devido a montagem da
estrutura. O estudo destes efeitos ndo faz parte do objetivo deste trabalho, e portanto, foram

desconsiderados.

—— s / N\

a)viga b) grelha c) trelica plana

d) pértico plano e) portico espacial

Figura 2 — Exemplos de alguns tipos de estruturas
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5. Fundamentos Teoricos.

Alguns fundamentos tedricos sdo considerados a seguir para o desenvolvimento do

calculo de estruturas usando o processo da rigidez com analise matricial.
5.1 Principio da Superposicao de Efeitos.

Segundo o teorema de Betti, o trabalho das for¢as e momentos de um primeiro sistema
de carregamento em presenca das deformacdes causadas por um segundo sistema de
carregamento, ¢ igual ao trabalho das for¢as e momentos do segundo sistema de
carregamento em presenca das deformagdes causadas pelo primeiro sistema de
carregamento.

Para o desenvolvimento deste projeto, utilizou-se também o Teorema de Maxwell.
Sejam duas cargas R; e Rj, que atuam em uma determinada estrutura, nos pontos i e j,
respectivamente. Conforme o teorema de Maxwell, o deslocamento no ponto i, na diregao
de R;, causado pela a¢do R; ¢ igual ao deslocamento no ponto j, na dire¢do de R;, causado
pela acdo R;. Para ilustrar o teorema de Maxwell, tomar-se-4 como exemplo uma viga
isostatica submetida a duas cargas R; e Ry aplicadas em dois pontos distintos i e &,
acarretando nos deslocamentos v; e v, conforme mostra a figura 3. Os deslocamentos v; e v
podem ser obtidos por superposicao de efeitos, aplicando-se separadamente cargas unitarias

nos pontos i e k.
Ri Rk

Figura 3 — Viga isostatica e deslocamentos devido a a¢des externas

Considerando-se apenas uma carga unitdria na direcdo de R;, obtém-se os
deslocamentos d;; e Ok, sendo que d; corresponde ao deslocamento no ponto i na dire¢ao de

R; devido a uma carga unitaria no ponto i, enquanto Jdy; corresponde ao deslocamento no
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ponto k, na diregdo de Ry, devido a mesma carga unitaria atuante no ponto i. Ao se
multiplicar esta carga unitaria por R;, obtém-se os deslocamentos R;d; e Ri0ki, como pode

ser verificado na figura 4.

1 Ri
Gij Ok 7 L—A 777
Rid i Riéki

Figura 4 — Deslocamentos devido a carga R;

Analogamente, considera-se uma carga unitaria na dire¢do de Ry, obtendo-se os
deslocamentos unitarios di € Oxk. Multiplicando-se a carga unitaria atuante no ponto k por

Ry, obtém-se os deslocamentos Ridix € Ridxk , conforme mostrado na figura 5.

1 Rk

Rl<5ik Rkékk

Figura 5 — Deslocamentos devido a carga Rg
Utilizando-se a superposi¢ao de efeitos, tem-se:

vi = Pi 05 + Py O
Vi = P; 0 + Py Ok

A seguir, deve-se calcular o trabalho executado pelas cargas, que deve ser igual a
energia de deformagao acumulada na viga deformada.

Hé duas maneiras de se proceder o carregamento da viga. Na primeira maneira de
carregar, a carga R; cresce de 0 até o valor final. Numa segunda fase, a carga Ry cresce de 0

até o final, permanecendo a carga R; constante. Na segunda maneira de carregar a estrutura,
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procede-se de forma analoga, iniciando pela carga Ry. As duas maneiras de se carregar a

estrutura podem ser visualizadas na figura 6.
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Figura 6 — Formas de carregamento da estrutura

Calculando-se o trabalho realizado pelas cargas, em relacdo a primeira maneira de

carregar a estrutura, tem-se:

T = '5[Ri (Ridii) + Ry (Ridxk) [+ Ri (Rkdik)

Onde:

e 1 trabalho realizado pelas cargas.

Deve ser ressaltado que o fator 2 multiplica apenas as cargas crescentes, ndo se
referindo as cargas constantes.

Analogamente, em relacdo a segunda maneira de carregar a estrutura, tem-se:
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T = Y[Rk (Ridkk) + Ri (Ridii) ]+ Ri (Ridki)

Como o trabalho deve ser igual nos dois casos, verifica-se a igualdade:

72[R; (Rid;;) + Ry (Ridwi) 1+ R (Ridix) = 2[R (Riedik) + R; (Rid;i) ]+ Ry (Ridyi)

Da onde se obtém:

Ri (Rxdik) = Rk (Ridxi)

dik = Oki

Com isto, demonstra-se o teorema de Maxwell. A partir deste teorema, justifica-se a
simetria dos coeficientes de flexibilidade de uma estrutura.

Vale ressaltar que o teorema de Maxwell pode ser generalizado para qualquer nimero
de cargas que estejam solicitando a estrutura, bem como para qualquer tipo de estrutura e,

particularmente, para a estrutura de grelha, objeto de estudo deste trabalho.

5.2 Condi¢does de equilibrio da estrutura. Compatibilidade de

deslocamentos.

Em qualquer analise estrutural, ¢ de suma importancia a determinacao das reacdes de
apoio e dos esforcos internos solicitantes (momentos fletores e torgores, forgas cortantes e
normais).

Em alguns casos, as reacgdes e os esfor¢os podem ser obtidos através das condi¢des de
equilibrio estatico da estrutura, ou seja, a somatoria de todas as agdes em um corpo livre
deve ser igual a zero. Quando isto ocorre, dizemos que a estrutura ¢ isostatica
externamente. Para o caso geral, ou seja, para um corpo rigido tridimensional em equilibrio
submetido a um estado de carregamentos também tridimensional, conforme ilustrado na

figura 7, as equagdes de equilibrio para o corpo livre na forma vetorial sdo:
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SF=0 =F1+F2+F3 +F4=0
S M=0=>MI+M2+M3+M4=0

F4 M1

e F1
e D

F3

Fe
pE

Figura 7 — Diagrama de corpo livre

Estas equacdes sao validas para qualquer nimero de agdes atuantes na estrutura.
Para se facilitar a analise de um corpo rigido, costuma-se reduzir o sistema de forgas a

um sistema forga-binario aplicado a um dado ponto O, conforme figura 8.

MR R
Figura 8 — Sistema de forcas e sistema forca-binario equivalente

Na figura 8, os vetores seta dupla representam os momentos originados pelo produto
vetorial entre as forg¢as Fi e os vetores deslocamentos ri. Como resultado, obtém-se em
relacdo ao ponto O um conjunto de forgas e momentos atuantes. Estas forcas sdo
representadas pelo vetor resultante R, enquanto os momentos sdo representados pelo vetor
resultante MoX.

Adotando-se um sistema de eixos XYZ, ¢ possivel decompor cada um destes vetores

em 3 componentes, nas dire¢des dos eixos considerados, como ¢ possivel ver na figura 9.
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Figura 9 — Componentes de uma forca F arbitraria

Decompondo-se as resultantes da for¢a e dos momentos nos eixos X, Y, Z, tem-se seis

equagoes de equilibrio que devem ser atendidas:

YF,=0YF,=0YF,=0
Y M, =03 My =0Y M, =0

Na estrutura de grelha utilizada neste trabalho, serdo considerados um momento fletor,
representado pelo vetor seta dupla na direcdo do eixo Y, um momento torgor, representado
pelo vetor seta dupla na dire¢cdo do eixo X, e uma forga cortante, representada por um vetor

simples na dire¢ao do eixo Z, conforme mostrado na figura 10.

Z T A ‘8 4
Y / /
x 2 TST
3

6

Figura 10 — Componentes as acdes para a estrutura de grelha

No caso das estrutura de grelha, as equagdes de equilibrio que deverdo ser atendidas

sao:
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YE,=0YM=0>M,=0

Porém, muitas vezes ndo € possivel se obter as reagdes através apenas das condigdes de
equilibrio estatico da estrutura. Neste caso, afirmamos que a estrutura ¢ hiperestatica, ou
seja, o numero de reacdes a serem calculadas ¢ maior que o numero de equagdes de
equilibrio disponiveis para a sua determinagao.

Deve-se entdo, recorrer as equagdes de compatibilidade de deslocamento da estrutura.
Estas equacdes se referem a continuidade dos deslocamentos ao longo da estrutura, e por
vezes sdo também denominadas condi¢des de geometria. Estas condigcdes devem ser
satisfeitas em todos os pontos da estrutura, bem como em todos os pontos de apoio. Como
exemplo, tem-se que um deslocamento vertical em um apoio mével deve ser igual a zero,
bem como a rotacdo em um engaste. A rotacdo no elemento a esquerda do apoio deve,

necessariamente, ser igual a rotagdo no elemento a direita do apoio.

5.3 Indeterminacao estatica e cinematica.

As indeterminagdes estatica e cinematica estdo estreitamente relacionadas com o topico
abordado acima, ou seja, com as condi¢des de equilibrio e com os deslocamentos da
estrutura.

Quando as reagdes sdo as incognitas, entdo deve ser considerada a indeterminacao
estatica. Neste caso, a indeterminacdo se refere a um excesso de reagdes desconhecidas,
quando comparadas com o numero de equacdes de equilibrio disponiveis para se resolver a
estrutura. As equagdes de equilibrio podem ser usadas para o calculo das reagdes de apoio
e dos esforgos internos solicitantes. Se hd mais agdes solicitantes que equagdes disponiveis
para resolver o sistema, entdo a estrutura ¢ estaticamente indeterminada.

O excesso de agoes desconhecidas, relativamente as que podem ser calculadas a partir
das equacdes de equilibrio ¢ designado redundante estatico. O nimero de tais redundantes
representa o grau de indeterminagdo estatica da estrutura.

De uma maneira geral, pode-se afirmar que o grau de indeterminagdo de uma estrutura
¢ igual ao nimero de agdes que deve ser “liberado”, a fim de que a estrutura se torne

estaticamente determinada. Como exemplo, podemos considerar uma viga com 3 apoios.
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Se se liberar um dos apoios, suprimindo a reacdo vertical, podemos verificar que a estrutura
passa a ser estaticamente determinada. Portanto, a estrutura original apresenta grau de

indeterminacao igual a 1.

Ve Vi

Figura 11 — Exemplo de viga hiperestatica

No método dos deslocamentos (e especificamente o da rigidez), utilizado neste
trabalho, os deslocamentos nodais sdo as quantidades desconhecidas. Por isso, utilizar-se-a
o conceito de indeterminacdo cinematica. Quando uma estrutura esta submetida a um
estado de carregamento, os nos (cuja definicdo foi dada anteriormente), sofrem
deslocamentos sob a forma de translacdes e rotagdes. Em alguns casos, os deslocamentos
nodais serdo conhecidos devido as condi¢cdes impostas a estrutura. Por exemplo: em um
engastamento, ndo héa qualquer tipo de deslocamento, seja rotagdo ou translagao.
Entretanto, em um apoio fixo, ndo ha qualquer tipo de translagdo, mas existe uma rotagao,
de valor desconhecido. Os deslocamentos nodais que ndo sao previamente conhecidos sao
as quantidades cinematicas indeterminadas, sendo por vezes designados redundantes
cinematicos. O seu niumero representa o nimero de graus de liberdade para o deslocamento
nodal. Para o caso da viga da figura 11, o grau de indeterminacgao seria igual a 3, pois existe

1 rotagdo desconhecida em cada um dos nds da estrutura.

5.4 Flexibilidade e rigidez.

Define-se como flexibilidade F;; de um elemento em uma dire¢do i o deslocamento
nesta direcdo i causado por uma forca unitaria na direcao j. Este deslocamento deve estar
referenciado a um sistema de coordenadas. Deste modo, podemos obter um conjunto de
coeficientes de flexibilidade relacionados a este sistema de coordenada, onde cada
coeficiente representa o deslocamento em uma determinada dire¢do ocasionada por uma

for¢a unitaria, em uma determinada dire¢3o.
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Define-se como a rigidez de um elemento a acdo mecanica provocada por um
deslocamento unitario. Similarmente a flexibilidade, a rigidez deve estar referenciada a um
sistema de coordenadas.

Para exemplificar, tem-se o exemplo da figura 12:

A B 1
% W ?
|
a) }
11
A R1=1
% W o
B
b) |
'r1=1
Ay | K11
B

c)

Figura 12 — Flexibilidade e rigidez

Na figura 12a ¢ mostrada uma estrutura composta por uma viga com uma mola,
submetida a uma forca axial no ponto B.

Na figura 12b, o coeficiente de flexibilidade f11 ¢ o deslocamento na direcdo da forca
R, causado pela forga unitaria R;. Neste caso, o coeficiente f11 ¢ igual ao coeficiente de
flexibilidade da mola.

Na figura 12c¢, a estrutura estd submetida a um deslocamento unitério r;. Para que seja
mantida esta configuracdo, surge uma forca axial K;;, que ¢ o coeficiente de rigidez da

mola.
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6. Método da rigidez

Devido a impossibilidade de se calcular reagdes e, conseqiientemente, esforcos
internos, em estruturas hiperestaticas, pelas equagdes de equilibrio estatico, faz-se uso do
método de compatibilidade, ja citado anteriormente. No método da rigidez, que ¢ um caso
particular do método dos deslocamentos, utilizado neste trabalho, as incdgnitas a serem
calculadas sao os deslocamentos dos nos da estrutura.

Diz-se que o método da rigidez ¢ um caso particular do método dos deslocamentos pois
o primeiro considera que a todos os deslocamentos nodais possiveis, impedidos ou nao
pelas restricdes de apoio, devem ser atribuidas coordenadas de modo que se possa gerar os
coeficientes da matriz de rigidez, enquanto que o método dos deslocamentos ira atribuir
coordenadas apenas aos deslocamentos nodais nao impedidos pelas restri¢des de apoio.

Cabe ressaltar neste ponto, que para a estrutura dada vale o principio superposi¢ao de
efeitos, ja citado anteriormente.

Dada uma determinada estrutura hiperestatica, hd& um excedente de reagdes que
impossibilitam a determinacdo da estrutura. Ao conhecermos este excedente de reagdes, a
estrutura torna-se estaticamente determinada. Analogamente, para esta estrutura existe uma
determinada quantidade de deslocamentos nodais que, quando conhecidos, permitem a
determinagao dos esforgos da estrutura da estrutura.

Para se proceder o método da rigidez, introduz-se inicialmente na estrutura vinculos
ficticios nos nos de maneira que todos os deslocamentos (translagdes e rotacdes) estejam
impedidos.

Assim, por exemplo, na estrutura da viga dada na figura 13a, que tem 3 nos e os 6

deslocamentos possiveis, usar-se-a a estrutura basica da figura 13b.

B M

ol 1 3 5

a) Viga hiperestatica e os deslocamentos nodais possiveis
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i

b) Estrutura basica

Figura 13 — Método da rigidez

No caso da estrutura mostrada na figura 13a, os deslocamentos 1,3 e 5 estdo
restringidos devido a vinculagdo da estrutura.

A partir da estrutura da figura 13b aplica-se em cada dire¢do um deslocamento
unitario mantendo-se as demais dire¢des restringidas. Calcula-se as reagdes nas diregdes
dadas que sdo na verdade os coeficientes de rigidez S;;. Usando-se a superposi¢ao de efeitos

e a condigdo de equilibrio pode-se escrever:

S11Dy + S12Dy + Si3D3 + ... + S1nDy = Py
Sz]Dl + SzzDz + SZ3D3 + ...+ Sann = Pz

SuiDi + SppDy + SpsDs + ...+ SpnDn = Py
Onde:
e §;i sdo os coeficientes de rigidez;
e D, sdo os deslocamentos nodais;

e P;sdo os carregamentos nodais.

S21

811 831 S51

Figura 14 — Deslocamento unitario e coeficientes S;;
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Os valores obtidos para as reacdes de apoio do elemento sdo os coeficientes da matriz
de rigidez do elemento. Uma vez obtidos os coeficientes de rigidez de cada elemento que
compde a estrutura, pode-se compor a matriz de rigidez da estrutura, chamada matriz de
rigidez global. Para tanto, considera-se a incidéncia de cada elemento nos nos da estrutura,
ou seja, deve-se verificar quais elementos concorrem em um determinado n6 da estrutura.
Verificada a incidéncia do elemento, deve-se somar a contribuicdo deste elemento no
deslocamento correspondente, quando se impde um deslocamento unitdrio no n6 em
estudo. Vale ressaltar que um deslocamento unitario em um determinado n6 da estrutura
pode acarretar em deslocamento de mais de um elemento da estrutura.

Obtida a matriz de rigidez da estrutura, ¢ possivel calcular os deslocamentos
desconhecidos, através de um sistema linear composto pelas equacdes de compatibilidade
de deslocamentos. As agdes atuantes na estrutura impdem a cada elemento um estado de
deslocamentos que deve ser compativel com a rigidez do elemento em questdo. Logo,
temos:

{A} = {S}{D}

Onde:

{A} = vetor dos carregamentos nodais equivalentes;

{S} = matriz de rigidez da estrutura;

{D} = vetor dos deslocamentos nodais.

Com os deslocamentos determinados, ¢ possivel calcular as reagdes de vinculo da
estrutura.

O vetor {A} dos carregamentos nodais equivalentes pode ser dividido em dois vetores:
um vetor {Ap} das acdes na viga original correspondentes aos deslocamentos de no
desconhecidos D, e um vetor {Apr} das acdes na estrutura restringida correspondentes aos
deslocamentos de ndés desconhecidos e causados pelas cargas (isto €, todas as cargas
atuantes na estrutura exceto aquelas correspondentes aos deslocamentos desconhecidos).

Sob a forma matricial, temos:

{A} ={Ap} — {ApL}
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Como exemplo, podemos admitir uma barra prismatica simplesmente apoiada,
conforme mostrado na figura 15a, submetida ao carregamento composto pelas cargas
concentradas P1 e P2. Esta estrutura ¢ caracterizada pela nao restricdo da rotagdo na secao
do apoio, sendo impedido apenas o deslocamento vertical. Ao introduzirmos um vinculo
adicional na se¢dao dos apoios, a rotagdo sera impedida, tornando a estrutura bi-engastada
(figura 15b). Neste caso, os deslocamentos a ser estudados serdo duas rotagdes,
correspondentes aos vinculos introduzidos na estrutura. Ao impor uma rotagao unitaria em
um dos engastes, surgirdo agdes nos nds, no sentido dos deslocamentos considerados, neste
caso, no sentido das rotagdes. Estas acdes corresponderdo a momentos na se¢do dos
engastes. Na figura 15b, estdo representados os momentos M; e M», que surgem devido a

introdugdo de vinculos ficticios na viga.

P1 P2

Figura 15 — Viga isostatica restringida

6.1 Exemplo numérico

Para melhor compreensdo do método, sera resolvido um exemplo, considerando-se
uma viga hiperestatica, indicada na figura 16, que possui um engaste em uma de suas
extremidades e dois apoios, sendo um intermediario ¢ o outro localizado na outra
extremidade da viga. A viga possui rigidez a flexao constante e igual a EI e esta submetida
as cargas P1, M, P2 e P3. Como se pode notar pela figura 16, o grau de indeterminagdo
cinematica da estrutura ¢ igual a 2, pois sdo desconhecidos 2 deslocamentos nodais na

estrutura (1 rotacdo em cada um dos apoios).
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P1 P2 P3

M
AR2 '/\
I > Pl g

Ari \\ D WtARs D. Ars
\

L/2 L/2 L/2 L/2

Figura 16 — Viga hiperestatica para ilustra¢ido do método da rigidez

Para resolugdo do exercicio, sera adotado o sistema de coordenadas da figura 17:

2 4 6
i
1 3 5

Figura 17 — Sistema de coordenadas

Devido a vinculagdo da viga, os deslocamentos nas dire¢des 1,2,3 e 5 serdo iguais a
zero, enquanto os deslocamentos nas diregdes 4 e 6 sdo iguais a D; e D, respectivamente.

Cabem aqui algumas definicdes referentes aos carregamentos e deslocamentos
mostrados na figura 16:

e Agi: sd0 as reagdes nos vinculos da estrutura;

e D; : s3o os deslocamentos da estrutura, desconhecidos. Neste caso, D; € uma

rotacdo no nd B da estrutura ¢ D, é uma rotag¢do no né C da estrutura.

A primeira etapa na andlise consiste em aplicar vinculos imaginarios na estrutura, de

forma a restringir os deslocamentos em todos os noés, inclusive os deslocamentos

desconhecidos. Podemos ver a estrutura restringida na figura 18:

P1 P2

S
\B

ADL1

Ny
>

Figura 18 — Estrutura restringida
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Considera-se a estrutura restringida solicitada apenas pelas agdes que nado
correspondem aos deslocamentos desconhecidos. No caso da estrutura em estudo, ¢
desconhecida a rotagdo no nd B, portanto, ndo foi considerado o momento M, atuante neste
n6. Neste ponto da analise, devem ser consideradas as acdes (em relagdo a estrutura
restringida) correspondentes aos deslocamentos desconhecidos D; e D,, causadas por
cargas atuantes na estruturas. O vetor destes deslocamentos serd chamado App e o indice
correspondera ao deslocamento ignorado. Na viga em questdo, nosso objeto de estudo,
serdo consideradas entdo, as agcdes Apr; € Apra, correspondentes aos deslocamentos D, e
D,, respectivamente. Estas acdes sdo encontradas a partir de férmulas para momentos de
engastamento perfeito em vigas, colocadas no anexo I.

Prossegue-se a andlise da estrutura com a geragdo da matriz de rigidez da estrutura.
Para tanto, produz-se separadamente na estrutura restringida valores unitarios dos
deslocamentos desconhecidos D; e D,. Um deslocamento unitario correspondente a D
consiste de uma rotacdo de valor unitdrio no né B, enquanto o deslocamento D, deve
permanecer igual a zero. Um deslocamento unitario corresponde a D, consiste de uma
rotacdo de valor unitdrio no n6 C. Desta vez, o deslocamento D; deve permanecer igual a
zero. Na figura 19, mostra-se o esquema de geracao dos coeficientes de rigidez descritos.

Uma rotacao unitaria na diregdo de D; acarretara em agdes correspondentes a D; ¢ a
D,, fornecendo os coeficientes Si; € Sy;1. Os indices nestes coeficientes se referem ao
deslocamento correspondente e a direcdo do deslocamento unitario que o provocou. Deste
modo, S;; € a ag@o na dire¢do do deslocamento D; provocada por uma rotacao unitaria na
direcao de D; enquanto S;; € a acdo na direcdo do deslocamento D, provocada por uma
rotacdo unitaria na diregdo de D;.

Analogamente, aplica-se uma rotacdo unitdria na direcdo de D, e obtém-se os

coeficientes Sy e Sqo.

v/msﬁ (\Sm
%A\%\EB EC
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S12 822
2 'E 14 e
A B C

Figura 19 — Esquema da geracio dos coeficientes da matriz de rigidez

Os coeficientes da matriz de rigidez sdo determinados por formulas para momentos de
engastamento em vigas. Estes coeficientes ja se encontram tabelados, nao sendo necessario
portanto, discorrer sobre a sua determinacao.

Podem ser escritas agora, as equagdes de superposi¢ao que exprimem as condi¢des
pertencentes aos momentos que a atua sobre a estrutura original. Designa-se por Ap; € Apz
respectivamente as agdes correspondentes a Dy e a D,, atuantes na estrutura real. Estes
valores sdo normalmente nulos, excecdo feita no caso de haver esfor¢os concentrados
atuando na estrutura real no nd e correspondente a um deslocamento desconhecido. Estas
equagdes de superposi¢ao exprimem o fato de que as agdes atuantes na estrutura real siao
iguais as agdes correspondentes na estrutura restringida, devido as cargas, acrescida das

acgoes correspondentes provocadas pelos deslocamentos impostos. Logo:

Api; =Apr1 + S11D1 + Si2Ds

Apz = Apra + S21D1 + S2oDy

Exprimindo-se em forma matricial, obtemos:
{Ap} = {Ap.} + [S]{D}
Onde:
e {Ap} ¢ o vetor que representa as agdes na estrutura original, sem as restri¢des,
correspondentes aos deslocamentos dos nds desconhecidos;
e {ApL} € o vetor que representa as acdes na estrutura restringida correspondentes aos
deslocamentos dos nds desconhecidos e causadas pelas cargas atuantes na viga;
¢ [S] ¢ a matriz de rigidez da estrutura;

¢ {D} ¢ o vetor que representa os deslocamentos desconhecidos.
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Obs.: estes vetores possuem o numero de linhas correspondente ao numero de
deslocamentos desconhecidos. Portanto, sdo vetores de dimensdo d x 1, enquanto a matriz
de rigidez apresenta dimensao d x d.

Subtraindo-se o vetor Ap; e multiplicando-se ambos os lados da equagio por S,
obtém-se:

D=S"(Ap - Apr)

Esta equacdo representa a solugdo para os deslocamentos em termos matriciais.
Para facilitar os calculos, serao atribuidos valores para as agdes atuantes na estrutura, a

saber:

Py=2P M=PLP,=P P;=P

Quando estas cargas atuam na estrutura, surgem as acoes App; € ADLQ, correspondente
aos deslocamentos D; e D,, respectivamente. Estes valores podem ser facilmente obtidos

por meio de acdes de tabela produzidas por agdes de engastamento.

ADLI = -P]L/8 + PzL/g :-PL/S

ADL] = -PzL/g =- PL/8

Logo, a matriz Apy é:
ApL- PL/8 1
A matriz de rigidez S da estrutura consiste dos coeficientes que representam as agdes
correspondentes aos deslocamentos desconhecidos e sdo devidas ao deslocamento unitario

de um destes deslocamentos, como ja definido anteriormente. Como em nosso objeto de

estudo os deslocamentos desconhecidos sao rotagdes, os coeficientes serdo momentos.
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Para calcular os coeficientes da matriz de rigidez, ¢ de suma importancia ressaltar que
se deve levar em consideragao a contribuicao de todas as barras que concorrem no né onde
se da o deslocamento. Logo, o coeficiente S;; deve apresentar a contribui¢ao das barras AB
e BC.

S11 =4EI/L + 4EI/L = 8EI/L

A rigidez S;; € o momento desenvolvido no n6 C, quando se impde uma rotagao

unitaria no n6 B, portanto:
S,1 =2EI/L
Analogamente, pode-se facilmente encontrar os coeficientes Sz e Sy:
S, =4EI/L

S12 =2EI/L

Portanto:

8 2
S = EI/L
2 4

A préxima matriz a ser determinada ¢ a matriz Ap que representa as agdes na estrutura
real correspondentes aos deslocamentos desconhecidos. A acao exterior que corresponde ao
deslocamento D; ¢ o momento M, aplicado no n6. Nao existe nenhuma agdo no no C,
correspondente ao deslocamento D,. Portanto:

AD1 =M=PL

AD2= 0

E sob a forma matricial, temos:
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i

Com estas matrizes obtidas, pode-se proceder o calculo da matriz D dos

deslocamentos:

_PL 8EI 2EI
PL _ 8 .| L L | Dl
0 —PL 2EI 4EI | |D2

8 L L

ot [ I )t ()

A etapa seguinte consiste em determinar as reagdes de apoio da estrutura e as agdes de

extremidade de membro. Matricialmente, deverdo ser calculadas as matrizes Ay € Ag,

correspondentes as agdes de extremidade e as reacdes, respectivamente:

Am = Amr + AmpD

Ar = Arp + ArpD

Onde:

e Aymp € o vetor que representa as agdes de extremidade causadas pelas agdes
externas que atuam na estrutura;

e Ayp ¢ a matriz que representa as agoes de extremidade causadas por deslocamentos
unitarios;

e Agp ¢ o vetor que representa as reacdes de apoio causadas pelas acdes externas que
atuam na estrutura;

e App ¢ a matriz que representa as reagdes de apoio causadas por deslocamentos

unitarios.
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Obs.: o numero de linhas do vetor Ay corresponde ao nimero de agdes que se deseja
conhecer, ou seja, ¢ de dimensdo m x 1, enquanto a matriz Ayp possui dimensdo m x d,
onde d ¢ igual ao numero de deslocamentos calculados anteriormente. De modo analogo, o
nimero de linhas do vetor Agrp corresponde ao numero de reagdes desconhecidas da
estrutura, portanto, a dimensao do vetor Ag. € r X 1, onde r € o nimero de reagdes que se

deseja conhecer. Finalmente, a dimensao de Agp ¢ iguala rx d.

Em nossa estrutura, as reagdes de apoio a serem calculadas sao:
e Ag;: reagdo vertical nond A;

e Apo: momento nono A;

e Ags: reagdo vertical no no B;

e Agg4: reagdo vertical no no C.

Deste modo, o nimero de linhas das matrizes Ar e Agrp € igual a 4.

Para as matrizes referentes as a¢des de extremidade, suponhamos que as a¢des a serem
calculadas sdo a for¢a cortante Ay ¢ 0 momento Ay na extremidade B do membro AB,
bem como a for¢a cortante Ay € 0 momento Ay na extremidade B do membro BC. Deste
modo, o numero de linhas das matrizes Ar e AgL sera também igual a 4.

Vale ressaltar que todas as agdes sdo consideradas positivas quando dirigidas para cima
ou quando contrarias ao movimento dos ponteiros do relégio.

Portanto, na estrutura restringida, temos:

AMLI =P1 /2 AML2=-P1L/8 AML3=P2/2 AML4=P2L/8

ARLI = P1/2ARL2 = PlL/g ARL3 = P1/2 + P2/2 ARL4 = P2/2 — P3

Substituindo-se os valores da carga (ja definidos anteriormente), obtemos as matrizes:
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8 8

_P -2L P L
ML_S' 4 RL_Z' 6
L -2

Similarmente a matriz de rigidez da estrutura, podemos encontrar as matrizes Ayp €
ARD:

-6 0 6 0
_EI 4L 0 _EI 2L
errle 6| " 2l o 6

AL 2L —6 -6

Substituindo estas matrizes na equagao de Ay e Agr,obtemos:

5 107
P | 20L P | 31L
by =—" A, =—-
56 | 64 56 | 69
36 - 64

Estas equagdes sdo validas para estruturas com qualquer grau de indeterminacao
cinematica.

7. Método da rigidez usando procedimento automatico.

Para se utilizar o método da rigidez com um programa automatico € preciso

sistematizar o procedimento e torna-lo o mais geral possivel.

O programa ¢ desenvolvido para a resolugdo de grelhas, cujo tipo de estrutura ¢
definido no item 2.

7.1 Fluxograma do programa.
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O modo de funcionamento do programa para resolu¢do de estruturas em geral pode ser

visto no fluxograma 1, e as etapas estdo descritas a seguir.

Fluxograma 1

LEITURA DE
DADOS

i-=1..
nelementos

rigidez do elemento

rigidez da estrutura

vetor de cargas

A 4

CONDICOES DE
CONTORNO

!

solugdo do sistema
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1. Reunido dos dados da estrutura: consiste da caracterizagdo da geometria da estrutura.
Esta caracterizagao engloba também a geometria dos elementos que compde a estrutura,
caracteristicas dos materiais dos elementos e restricoes impostas pelos apoios existentes.
Nesta fase do processo, ¢ feita a caracterizagdo da estrutura pelo usuario do programa a ser
implementado. Deverao ser informadas pelos usuarios todas as informagdes pertinentes a
geometria da estrutura

2. Geragdo e inversdo da matriz de rigidez. A matriz de rigidez ¢ uma propriedade
intrinseca a estrutura e esta relacionada exclusivamente com os dados da estrutura,
independendo das acdes que estdo solicitando a estrutura. A matriz de rigidez ¢ obtida
introduzindo-se vinculos ficticios a estrutura, e impondo-se deslocamentos unitarios
correspondentes a estes vinculos. Uma vez que o usudrio tenha informado os dados
relacionados a estrutura, o programa sera capaz de construir a matriz de rigidez, utilizando-
se de valores contidos na fonte do programa, valores estes ja calculados e tabelados.

3. Reunido de dados de carregamentos. Nesta fase, deverdo ser informadas todas as
cargas que estardo solicitando a estrutura, sejam elas cargas concentradas, distribuidas ou
ainda momentos. Geragdo de vetores correspondentes aos carregamentos. Uma vez que
todas as cargas tenham sido informadas, o programa devera transformar estas cargas em
carregamento nodal equivalente.

5. Resolugdo do sistema de equacdes e conseqiiente calculo dos deslocamentos.

6. A partir dos deslocamentos, € possivel encontrar as reagdes nos apoios bem como os

esforcos internos da estrutura.

7.2 Definicao da geometria da estrutura.

No estagio de desenvolvimento atual do programa a estrutura nao serd, ainda, gerada
automaticamente. Assim, o usuario devera definir a estrutura da seguinte forma:
a) Escolhendo um sistema de eixos ortogonais X,Y,Z (eixos globais) que servirdo de

referéncia. Recomenda-se o sistema de eixos dado na figura 20:
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X

Figura 20 — Sistema de eixos ortogonais

Este sistema de eixos deve ter o plano XY coincidindo com o plano da grelha, e o eixo

Z ortogonal a este plano.

b) Deve ser escolhida uma numeragdo para os nos da grelha, de tal forma que a

diferenca entre o nimero do nd final ¢ o nimero do nd inicial seja a menor
possivel, a fim de que os coeficientes que irdo compor a matriz de rigidez sejam
organizados pelo programa de tal forma que os valores nulos estejam proximos da
diagonal principal da matriz de rigidez global. Sendo assim, o calculo
computacional torna-se mais rapido e destarte, mais eficiente. Recomenda-se que
esta numeragao siga, preferencialmente, a direcdo do eixo x e em seguida a direcao

do eixo y, como mostrado na figura 21.

7 8 9
Y

4 5 6

1 2 3 X

Figura 21 — Numeracio dos nds da grelha

Apo6s numerar os nos da estrutura, o usudrio deverd numerar os elementos que a
compde. Esta numeragdo devera acompanhar a numera¢do dos nds, ou seja, os
nimeros que serdao atribuidos aos elementos devem ser o mais proximo possivel

dos nimeros dos nos finais e/ou iniciais.
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842 9
@@@ Y

® 5 (76
@4 5

1 12 @ 3 X

Figura 22 — Numeracao dos elementos da grelha

(OF NI

Os numeros que estdo inseridos nas circunferéncias correspondem a numeragdo dos

elementos da grelha.

d) Uma vez numerados os elementos e os nos da estrutura, o usudrio devera informar
ao programa as coordenadas correspondentes aos nés. Para tanto, o usudrio devera
utilizar como referéncia o sistema de eixos definido anteriormente. Neste sistema, a

coordenada z sera sempre igual a zero, enquanto as coordenadas x e y deveram ser

informadas pelo usuario.

Y

7 8 9

4 5 6

1 2 3 X

Figura 23 - Esquema para determinacio das coordenadas dos nos da estrutura

Se considerarmos que a origem do sistema de coordenadas coincide com o no 1, e os
eixos x e y sdo paralelos aos elementos da grelha, e ainda, se se considerar que o

comprimento de cada elemento seja igual a 1, tem-se as seguintes coordenadas:
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e)

2

Tabela 1 — Coordenadas dos nos da estrutura

NO | COORD. X | COORD. Y
1 0 0
2 1 0
3 2 0
4 0 1
5 1 1
6 2 1
7 0 2
8 1 2
9 2 2

Tendo sido informados os nds iniciais e finais de cada elemento, sera possivel ao
programa calcular a incidéncia cinematica para a estrutura. Quando do célculo da
matriz de rigidez da estrutura, serdo atribuidas as coordenadas globais de cada n6
as contribuicdes de cada elemento que incide sobre aquele nd. Tem-se como
exemplo o n6 5 da estrutura da Figura 22. As coordenadas globais (cortante,
momento fletor ¢ momento torgor) irdo receber as contribuigcdes das barras 4,5,6 ¢
7, que incidem sobre o no 5.

Vale ressaltar neste ponto que a partir das coordenadas dos nos, informadas pelo
usuario, o programa ira calcular o comprimento de cada elemento que compde a

estrutura.

O usuario devera informar as restrigdes aos deslocamentos em cada né da estrutura.
Devera ser informado, para cada nd, se ha restricdo ao giro, correspondentes aos
momentos fletores e torgores, € se ha restri¢dao a translagcdo, correspondente a forca

cortante.

Por fim, em relagdo a geometria e a caracterizagdo dos elementos, deverdo ser

informadas pelo usudrio as caracteristicas geométricas dos elementos, a saber:
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. ~ 2
e Jarea da secdo transversal de cada elemento (A), em m”;

e momento de inércia a flexdo (I), em m*;

e momento de inércia a torgao (J), em m".

Deverdo ser informadas também pelo usuario algumas caracteristicas elasticas dos
materiais, como:

e modulo de elasticidade longitudinal (E), em tf /m?;

e modulo de elasticidade transversal (G), em tf/ m”.

7.3 Geracao da matriz de rigidez.

Com as caracteristicas geométricas e elasticas dadas, o programa devera calcular a
matriz de rigidez para cada elemento que compde a estrutura. Para isso, sera considerado

um sistema de coordenadas locais, mostrado na figura 24:

Figura 24 — Sistema de coordenadas locais

Neste sistema de coordenadas, os vetores dupla seta 1 e 4 representam os momentos
torgores, os vetores dupla seta 2 e 5 representam os momentos fletores e os vetores 3 e 6
representam as forgas cortantes.

Os coeficientes da matriz de rigidez podem ser obtidos da maneira que ja foi explicada
no item 6. Para melhor compreensao do formato final da matriz de rigidez do elemento,

pode-se separa-la em quatro submatrizes, como mostrado abaixo:

- [f] o]

Kpe] (K]
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Onde:

e Kgg ¢ a submatriz composta pelos coeficientes de rigidez na direcdo das
coordenadas do n6 da esquerda do elemento (ver figura 24), obtidos a partir de um
deslocamento unitario das coordenadas do né da esquerda do elemento;

e Kgp ¢ a submatriz composta pelos coeficientes de rigidez na dire¢do das
coordenadas do n6 da esquerda do elemento (ver figura 24), obtidos a partir de um
deslocamento unitario das coordenadas do n6 da direita do elemento;

e Kpg ¢ a submatriz composta pelos coeficientes de rigidez na dire¢do das
coordenadas do n6 da direita do elemento (ver figura 24), obtidos a partir de um
deslocamento unitario das coordenadas do n6 da esquerda do elemento;

e Kpp ¢ a submatriz composta pelos coeficientes de rigidez na direcdo das
coordenadas do n6 da direita do elemento (ver figura 24), obtidos a partir de um
deslocamento unitario das coordenadas do né da direita do elemento;

Desta forma, a matriz de rigidez de cada elemento devera apresentar o seguinte

formato:
ﬂ 0 0 ﬂ 0 0
L L
4E]  —6EI 2EI 6EI
0 _— 0 =
L I’ L I’
—6El  12EI 6EI —12EI
0 I? L 0 I’ L
[&]=] _ GJ GJ
— 0 0 - 0 0
L L
2EI 6EI 4EI  —6EI
0 = 0 =
L L’ L I’
6EI  —12EI —6EI 12EI
0 I? L 0 I? L

A importancia de se subdividir a matriz de rigidez do elemento em quatro submatrizes
reside no processo de montagem da matriz de rigidez global, onde deve ser considerada a
incidéncia dos elementos sobre os nos.

A fim de melhor esclarecer este topico, sera explicado a seguir os conceitos de

coordenadas locais e globais, bem como de matriz de incidéncia cinematica e estatica.
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7.3.1 Coordenadas locais e coordenadas globais.

As operacdes matriciais que visam a resolucdo de uma estrutura consideram sempre
duas situagdes: numa delas (referida a coordenadas locais) a estrutura estd desmembrada
em elementos independentes, solicitados por esforgos {S }; na outra, estd integrada e
submetida a agdes nodais {R} (sistema de coordenadas global).

Por diversas vezes na analise matricial de estruturas, ¢ conveniente relacionar as duas

situagdes supra-citadas por meio de uma matriz de incidéncia estatica.

NS
onde:
{S }= matriz coluna de esfor¢os nos elementos prismaticos que compde a estrutura, de
dimensdo m x 1;

[B] = matriz retangular de incidéncia estatica, de dimensdo m x n;

{R} = matriz coluna de agdes externas, de dimensdo n x 1.

Os valores de m e n correspondem ao nimero de coordenadas locais e coordenadas
globais, respectivamente.

Para ilustrar, podemos tomar como exemplo o pértico da figura 25:

2 3
3/ 1 § 4
S ) \ .
b
A
a) Sistema de coordenadas global b) Sistema de coordenadas local

Figura 25 — Pértico plano e sistemas de coordenadas
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Quando se impde, separadamente, as agdes R, R, e R3 valores iguais a 1 na estrutura,

conforme figura 26, obtém-se:

R2=1

R3=1

R1=1

a 1
o o o

1

Figura 26 — Acdes unitarias das coordenadas globais

ParaR;=1,tem-se S1=1e¢ S;,=S;=8S4=0.ParaR, =1, tem-se S; =S4=0,¢ S, =a, S3
= 1. Finalmente, para R; = 1, tem-se S,=S4 =1, S3 =S, =0.

A matriz [B] € igual a:

S ~ Q{ O
- o = O

Pode ainda ser conveniente relacionar os deslocamentos nodais (coordenadas globais)

com as deformacdes nos elementos (coordenadas locais), por meio da matriz de incidéncia

cinematica.

tsy=l4lr}

onde:

{s} = matriz coluna de deformacgdes nos elementos prismaticos que compoe a estrutura,

de dimensdom x 1;
{4} = matriz retangular de incidéncia cinematica, de dimensio m x n;

[r] = matriz coluna de deformagdes, de dimensdo n x 1.
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Em cada caso, ¢ possivel obter as matrizes de rigidez e flexibilidade. Quando a
estrutura ¢ desmembrada, faz-se uso das matrizes de rigidez de cada elemento considerado.
A matriz de rigidez da estrutura integrada esta correlacionada com a matriz de rigidez dos
elementos considerados separadamente através das matrizes de incidéncia estatica e

cinematica.

A importancia da transformacdo de coordenadas locais em globais reside no fato de
que as influéncias de deslocamentos unitarios na direcdo dos esfor¢os (ou deslocamentos)

considerados, ja se encontram tabeladas, sendo entdo de facil obtengao.

7.3.1.1 Matriz de rotacio

Devido ao fato deste trabalho ser direcionado ao estudo de pavimentos utilizando-se a
analogia de grelha, torna-se conveniente utilizar matrizes de rotagdo, que representardo as
matrizes de incidéncia cinematica, que transformarao coordenadas globais em coordenadas
locais. Esta conveniéncia ¢ devida ao modo de ocorréncia dos elementos prismaticos que
compde a estrutura, uma vez que estes elementos estdo contidos em um plano definido e
podem incidir de forma obliqua sobre os n6s da estrutura. A matriz de rotagdo permitira que
as acOes atuantes em cada elemento possam ser representadas em um mesmo sistema de

eixos global. Torna-se mais facil a compreensao tomando-se o exemplo da figura 27:

X 4
Figura 27 — Grelha e sistema de eixos

Neste exemplo, pode-se perceber que as barras 3 e 4 possuem angulo de incidéncia

igual a 90° em relagdo as barras 1 e 2. Estando as agdes que atuam nas barras 3 e 4
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representadas em um sistema de eixos no qual o eixo x coincide com o eixo do elemento,
torna-se conveniente representar estas mesmas acdes no sistema que coincide com o eixo
dos elementos 1 e 2.

Até o final do topico, serd mostrado como se obter a matriz de rotagdo para uma
estrutura tipo grelha.

Para iniciar a discussdo, vale ressaltar que agdes e deslocamentos representados em um
sistema de eixos local podem ser transformados para um sistema de eixos local, e vice
versa. Destarte, matrizes e vetores podem também ser representados e, particularmente, a
matriz de rigidez do elemento também pode ser transformada de um sistema de
coordenadas local para um sistema global.

Seja a acdo A mostrada em trés dimensdes, conforme a figura 28:

Ys
v
A
Afsrf¢:7/7%
e / N
A{Mf 7/777A - | )QVI
¥ - 7 Axm
-~ N/
¢ O e
Ass\—/ - Axs Xs
A
Z ZM
2y

Figura 28 — Sistema de eixos

Sao mostrados também dois sistemas de eixos ortogonais, de origem coincidente em O.
Os eixos Xs, Vs, Zs sa0 assumidos paralelos aos eixos globais, € 0s €iX0S Xm, Ym, Zm S€rao
tomados como um conjunto de eixos orientados conforme o elemento em estudo, sendo que
0 €iX0 Xy, sera tomado paralelo ao eixo longitudinal do membro.

Os eixos X, Vs, Zs, pOr sua vez, podem ser representados como uma combinagao linear
dos vetores geradores do sistema de €ix0S Xm, Ym, Zm- O €iX0 Xs, por exemplo, pode ser

representado por meio dos coeficientes A;;, A2 € Aj3 chamados co-senos diretores, que
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representam os co-senos dos angulos formados entre os €ixos Xs € 0S €1X0S Xm, Ym, Zm-
Analogamente, os €ixos ys € zs podem ser representados por meio dos coeficientes Az1, Az €
A2z € As1, A3 € A33, respectivamente. Vale ressaltar que o primeiro indice esta relacionado
aos €ixos Xs, Vs, Zs, enquanto que o segundo indice esta relacionado aos €ixos Xm, Ym, Zm.
Deste modo, o coeficiente A3 representa o co-seno diretor que € a coordenada o eixo y;

eixo Zpm.

Xs= A1 Xmt A2 Ym T A3 Zm
Vs=A21 Xm+ A22 Ym T A23 Zm

Zg = A31 Xm T A32 Ym+ A33Zm

Mais especificamente, a acdo A pode ser representada por um conjunto de trés
componentes ortogonais Ay, Ays € Ay, nas diregdes dos eixos Xs, Ys, Zs, respectivamente. De
maneira alternativa esta agdo pode ser representada por um segundo conjunto de trés
componentes ortogonais Axm, Aym € Ay, nas dire¢oes dos ei1X0S Xm, Ym € Zm.

De modo andlogo aos eixos, as componentes Ays, Ays € A, podem ser representadas

como uma combinac¢do linear das componentes Aym, Aym € Azm. Matricialmente, tem-se:

Ay /11 1 /112 113 Ays
AYM = /121 ﬂvzz /123 AYS
Az /13 1 /132 233 Ay

A equagdo matricial acima pode ser escrita da seguinte forma:

AM = RAS

Também ¢ possivel representar as componentes da agdo A nas dire¢des dos €ixos Xs, Vs,
Zs, em relagdo aos eixos Xm, Ym, Zm, CUja representacdo, sob a forma matricial, assume a

seguinte forma:

Axs Ay /12 1 ﬂ*a | A
AYS = ﬂ“l 2 122 /132 AYM
Ay /11 3 /123 /133 Apy
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A equagdo matricial pode ser escrita da seguinte forma:

As=R Ay

Comparando-se as equagdes para Age Ay, obtém-se:

R =R’

Portanto, a matriz de rotagdo R ¢ uma matriz ortogonal.

Uma vez que pequenos deslocamentos, assim como agdes, podem ser tratados como
vetores, as relagdes formuladas acima podem ser utilizadas para relacionar deslocamentos
representados em um sistema de coordenadas, com outro sistema de coordenadas. Fazendo-

se uma analogia, tem-se:
Dy=R DsDs=R Dy
Para o caso de uma estrutura plana, como a estrutura de grelha estudada neste projeto,

a matriz de rotagdo sera formulada considerando-se que o eixo z permanece na mesma

direcdo e sentido, como mostrado na figura 29:

Ys

Xs
X

Figura 29 — Rotacio de eixos para uma estrutura plana
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Neste caso, a matriz de rotacdo apresenta o seguinte formato:
cosy —seny 0
[R] =|seny cosy O
0 0 1

Esta matriz serd utilizada no programa em desenvolvimento para representar as
coordenadas de cada elemento em um sistema de eixos globais.

Deve-se considerar agora o problema de se transformar a matriz de rigidez do
elemento, em relagdo ao eixo local, na matriz de rigidez do elemento, em relagao ao eixo da
estrutura. Primeiramente, seja um sistema de eixos ortogonais do elemento conforme figura
27, e sejam as agdes Ay, relacionadas com os deslocamentos Dy, através da matriz de

rigidez K, conforme equagdo abaixo:
AM = KDM

O sistema de coordenadas adotado estd mostrado na figura 30:

1 4
/5 /A
2 s
3 6

Figura 30 — Sistema de coordenadas adotado

Matricialmente, tem-se:

_AMI_ _Kn K, K; Ky Kg; K16__DM1_
Ay Ky Ky Ky Ky Ky Ky | Dy
Ay _ Ky Ky Ky Ky Ky Ky | Dy
Ay Ky Ky Ky Ky Kis Ky | Dy
Ays Ky K5, Ky Ky Kss Ky | Dys

_AM6_ _K61 Ky Kg Koo Kes K66__DM6_
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Esta equacdo matricial pode ser escrita numa forma subdividida, como se segue:

AMi S Mii S Mij
A

Mj SMji SMJ'J' DMJ

D

Mi

Onde:

e i, sdo indices referentes as extremidades do membro.

Através da matriz de rotacao R, ja definida anteriormente, € possivel expressar as acdes

e os deslocamentos em relag@o ao eixo da estrutura, conforme equagao matricial abaixo:

RAT [Sy: Sy | RD,

i i ij

RA||S,. S, |RD

J fj lj J

Seja a matriz Rt a matriz de transformacgdo de rotagdo, definida conforme equagao

il

A equacdo matricial pode ser escrita de uma forma mais concisa, conforme mostrado a

abaixo:

seguir:

RTA = SMRTD

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo pelo inverso de Ry tem-se:

A =Ry SyRD

Como a submatriz R ¢ ortogonal, a matriz R, também o €. Logo:
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RT_l = RT’

Substituindo-se Ry por Ry’ na equagio, obtém-se:

A =Ry SyRD

Uma vez que a equacdo que relaciona as agdes A com os carregamentos D ¢ igual a:

A = SMDD

Obtém-se:

Smp = R1” Sm R

7.4 Geracgao do vetor de carregamentos

Definida a geometria da estrutura e, consequentemente, a matriz de rigidez da mesma,
o usuario devera informar ao programa os carregamentos que atuam nos noés da estrutura.
Para cada né, devera ser informado o momento tor¢or, o momento fletor ¢ a forca cortante,
respectivamente. O programa ird compor um vetor de carregamentos nodais que, neste
estagio da pesquisa, ¢ equivalente ao vetor A definido no item 6, e sera utilizado para a
resolucdo do sistema linear. No decorrer do projeto, serd implementado para que o
programa possa receber carregamentos atuando fora dos nos, e que serdo transformados em

carregamentos nodais equivalentes, também explicado no item 6.

7.5 Resolucao do sistema linear

Definida a matriz de rigidez global e o vetor de carregamentos nodais, o programa
devera calcular os deslocamentos nodais, resolvendo o seguinte sistema linear, mostrado

sob a forma matricial;

{A} =[SI{D}
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Este sistema ja estd definido no item 6.

Em muitos casos na analise matricial, dependendo da estrutura a ser resolvida, poderao
ser encontrados sistemas lineares esparsos, ou seja, sistemas onde a matriz dos coeficientes
possui uma grande percentagem de elementos nulos. Neste caso, ¢ conveniente utilizar
métodos iterativos, uma vez que métodos de pivotamento podem tornar elemento nulos em
elementos nao nulos.

Para resolugao de sistema linear, foi implementado no programa o método iterativo de
Gauss-Jacobi.

Neste método, o sistema linear supracitado ¢ convertido em um sistema do tipo ¢(x) =
Cx + g. A explicagdo do método de Gauss-Jacobi pode ser encontrada em livros de célculo
numérico.

Vale ressaltar que ndo foi implementada no programa nenhuma subrotina para testar a
convergéncia do sistema. Acredita-se que, devido ao fato de a matriz de rigidez se tratar de

uma matriz positiva definida, a resolucao do sistema sempre convirja para a solugao real.

7.6  Calculo dos deslocamentos de uma estrutura a partir do

programa

Para testar o funcionamento do programa desenvolvido até o presente momento, foram

calculados os deslocamentos nodais da estrutura de grelha da figura 31.

P

Pg s 8

-

2 10 th.m

a) Sistema de coordenadas adotado b) Carregamento aplicado

Figura 31 — Estrutura resolvida pelo programa

Dados considerados para estrutura:
Modulo de elasticidade longitudinal (E) = 1;

Modulo de elasticidade transversal (G) = 1;
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Momento de inércia a tor¢ao (J) = 1;

Momento de inércia a flexao (I) = 1;

Comprimento das barras = 1.

A saida, de forma provisoria, dos deslocamentos nodais calculados pelo programa esta
listada abaixo, na seguinte ordem: rotagdo de tor¢ao no né 1, rotacdo de flexdo no no 1,
rotacdo de tor¢do no nod 2, rotagao de flexdo no nod 2, rotagdo de tor¢ao no no 3, rotagdo de
flexao no no 3.

Deslocamentos nodais
0.00
-1.67
0.00
3.33
0.00
3.33

Até o presente momento, consta na saida de dados do programa os valores dos

deslocamentos nao restringidos. No exemplo da figura 31, o programa nao ira fornecer os

valores das translagdes nos nos, que ja sao conhecidas e iguais a zero.

8. Descric¢do das variaveis globais utilizadas na elaboracao do codigo

Para melhor compreensdo do codigo, elaborado em linguagem Turbo Pascal, serdo

descritas as varidveis globais utilizadas no programa.

e Estrutura : varidvel do tipo text, que sera utilizada para criar o arquivo de saida de
dados da geometria da estrutura, bem como dos carregamentos, deslocamentos
nodais, e reagdes de apoio;

e TITULO : variavel do tipo string, que devera receber o nome do arquivo de saida;

e NUMENO : variavel do tipo integer, que devera receber o niimero de nds da
estrutura. O conceito de no esta definido no item 2;

e NUMEBAR : variavel do tipo integer, que devera receber o nimero de barras

prismaticas, ou seja, o numero de elementos que compde a estrutura de grelha;
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e XY :variaveis do tipo array[l.. quant_max_de_nos] of real, que deverao receber
as coordenadas x e y, respectivamente, dos nos da estrutura. O tipo array/I..
quant_max_de nos] of real esta definido como Type Pont, sendo também definida
a constante quant_max_de _nos igual a 2000;

e F,D : variaveis do tipo array[l.. 3*quant max de nos] of real, que deverao
receber os carregamentos nodais e os deslocamentos nodais, respectivamente. Estes
vetores devem ser 3 vezes maior que o vetor relacionado com o nimero de nos,
pois em cada n6 pode haver 3 carregamentos e 3 deslocamentos. O tipo array/I..
3*quant max_de nos] of real esta definido como Type Pontl,

e NOINICIAL,NOFINAL: variaveis do tipo array[l..quant max de  nos] of
integer, que deverao receber o numero do no inicial e final de cada elemento, em
relacdo a numeracdo dada inicialmente aos nos da estrutura. Esta numeragdo sera
utilizada para a verificacdo da incidéncia dos elementos e, consequentemente, para
a montagem da matriz de rigidez global da estrutura. O tipo array/l..
quant_max_de_nos] of real esta definido como Type Pont2,

e carac_dif : variavel do tipo integer, que devera receber o numero de diferentes
caracteristicas geométricas dos elementos e dos materiais dos elementos
prismaticos da estrutura;

e clemento: variavel do tipo array/1..100] of record (vetor de registro), que devera
conter as seguintes variaveis:

e C(lass tipo: variavel do tipo integer, que devera relacionar cada elemento da
estrutura com as caracteristicas dos materiais e caracteristicas geométricas das
barras prismaticas;

e cos, sen:variaveis do tipo real, que deverdo receber o coseno € o seno,
respectivamente, do angulo formado entre o eixo local do elemento e o eixo
global da estrutura;

e L: varidvel do tipo real, que deverd receber o comprimento da estrutura;

Observagoes:
1. Cada posi¢ao do vetor, que correspondera a um elemento, devera conter um

conjunto destas variaveis.



Relatorio 1- Processo 03/12841-8 IGOR FREDERICO STOIANOV COTTA 46
Desenvolvimento de programa livre automatico para determinagao de esforgos solicitantes, deslocamentos e
armadura de pavimentos em concreto armado usando a analogia de grelha ndo linear.

2. A variavel do tipo array[1..100] of record (vetor de registro), das varidveis
supracitadas, esta definida como Type Registro 1.

e geom mat : variavel do tipo array/1..100] of record (vetor de registro), que devera

conter as seguintes variaveis:
e El: varidvel do tipo real, que deverd receber o moddulo de elasticidade
longitudinal de cada elemento;
e [1: varidvel do tipo real, que deverd receber o momento de inércia a flexao de
cada elemento;
e Gl: variavel do tipo real, que devera receber o modulo de elasticidade
transversal de cada elemento;
e J1: variavel do tipo real, que devera receber o momento de inércia a tor¢ao de
cada elemento;
Observagoes:
1. Cada posicao do vetor, que correspondera a um elemento, devera conter um
conjunto destas variaveis.
2. A variavel do tipo array[1..100] of record (vetor de registro), das variaveis
supracitadas, esta definida como Type Registro 2.
3. As unidades destas variaveis estdo definidas no item 7.2.

e RigRigl: varidveis do tipo array[1..6,1..6] of real (matriz de quadrada de ordem
6), que deverdo receber os coeficientes de rigidez de cada elemento. Foram
definidas duas matrizes diferentes, para se realizar a multiplicagdo da matriz de
rigidez do elemento (Rig) pela matriz de rotagdo, resultando na matriz Rigl;

Obs: a varidvel do tipo array[1..6,1..6] of real esta definida como Type matriz.

e R, Rtrans: variaveis do tipo array[1..6,1..6] of real (matriz de quadrada de ordem
6), que deverdo receber os coeficientes da matriz de rotagdo de cada elemento.
Foram definidas duas matrizes diferentes, pois deve ser utilizada a matriz de
rotacdo € a sua transposta;

e SMG : variaveis do tipo array[1..1000,1..1000] of real (matriz de quadrada de

ordem 1000), que deverdo receber os coeficientes de rigidez global da estrutura.
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Obs: a variavel do tipo array[1..1000,1..1000] of real esta definida como Type

matriz_global.
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ANEXO 1 - ACOES DE ENGASTAMENTO PRODUZIDAS POR
ACOES DE EXTREMIDADE

2 R

R

Ma =2Ely Mg =4Ely R=6Ely
L L L
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ANEXO 2 — LISTAGEM DO PROGRAMA

{Programa para calculo de esforgos internos, reagdes e calculo de armadura
Versao Beta ;

Orientador: Prof. Dr. Roberto Chust Carvalho -

Aluno: Igor Frederico Stoianov Cotta}

Program grelha;
Const quant max_de nos =2000;

Type Pont = array[l..quant max de nos]of real; {Vetor}
Pontl = array[1..3*quant_max_de nos]of real; {Vetor}
Pont2 = array[1l..quant_max_de nos]of integer; {Vetor}
registrol = array [1..100] of record Class_tipo:integer;

cos, sen:real;

L:real
end;
registro2 = array [1..100] of record El:real;
I1:real;
Gl:real;
J1l:real
end;

matriz = array[1..6,1..6]of real;
matriz_global = array[1..1000,1..1000]of real;

Var Estrutura : text; {Arquivo em formato txt para saida de dados}
TITULO : string[10]; {Esta variavel estd associdada ao nome do arquivo
de saida dos dados}
NUMENO : integer; {Numero de nds da estrutura}
NUMEBAR : integer; {Numero de elementos prismaticos da estrutura}
X,y : Pont; {Coordenadas dos nos}
F.D : Pontl; {Vetor dos carregamentos nodais. Este vetor deve ser
3 vezes maior que o vetor dos nos, pois em cada nd
pode haver 3 forcas distintas. }
NOINICIAL,NOFINAL: Pont2; {Estas variaveis estao relacionadas com o numero
dos nos finais e iniciais de cada elemento da
estrutura}
carac_dif :integer; { Esta variavel estd relacionada com o numero de
diferentes caracteristicas geometricas e de material que os elementos possam
vir a apresentar}
elemento : registrol;
geom mat : registro2;
Rig,Rigl : matriz; {Matriz de rigidez do elemento}
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R,Rtrans : matriz; {Matriz de rota¢do do elemento e matriz transposta}
SMG : matriz_global;
{ j
Procedure geometria_e material(j:integer;var geom_mat:registro2);
Var i: integer;
Begin
Fori:=1tojdo
Begin
Write('Digite o valor de E para o tipo ',i, ' ->");
Readln(geom mat[i].E1);
Write('Digite o valor de I para o tipo ',i,' ->");
Readln(geom_ mat[i].11);
Write('Digite o valor de G para o tipo ',i,' ->");
Readln(geom mat[i].G1);
Write('Digite o valor de J para o tipo ',i,' -=>");
Readln(geom_ mat[i].J1);
End;
End;
{ h
Procedure escrever matriz(n:integer; X:matriz_global);
Var i,j:integer;
Begin
For i:=1 ton do
Begin
For j:==1ton do
Write(X[1,j]:2:2,' ");
Writeln;
End;
End;
{ h
Procedure transposta(R:matriz;var Rtrans:matriz); {Procedimento para transposi¢do de
matriz}
Var i,j:integer;
Begin
For 1:=1 to 6 do
For j:=1to 6 do
Rtrans[j,i]:=R[1i,];

End;

{ b

Procedure multiplica(A,B:matriz; Var C:matriz;n,m:integer);

Var k,linteger; {Procedimento para multiplicagdo de matriz}
1,j:integer;

Begin

Fori:=1tondo
For j:=1 to m do
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Begin

C[i,j]=0;

For k:=1 ton do
Cliy]=ClijtA[Lk]*B[k,j];
End;

{For i:=1 ton do

Begin

For j:=1to m do // Escrever a matriz para conferéncia ****
Write(C[i,j]:5:2,' ");

Writeln;

End;

Writeln('fim da multiplicacao');

Readln;readln; }

End;
{ }
Procedure Rigidez do elemento(k:integer;geom mat:registro2;elemento:registrol;var

SML:matriz); {Este procedimento ird fornecer a matriz de rigidez do
elemento} {E =modulo de elasticidade longitudinal, I = momento de inércia a flexao,
G = modulo de elasticidade transveral, J= momento de inércia a torsao}

Var rl,r2,13,r4,r5:real;
1,j:integer; {contadores}

Begin

rl:=
geom_ mat[elemento[k].Class_tipo].G1*geom_mat[elemento[k].Class_tipo].J1/elemento[k]
.L;

12:=
4*geom_mat[elemento[k].Class_tipo].E1*geom mat[elemento[k].Class_tipo].I1/elemento[
k].L;

r3:=
6*geom_mat[elemento[k].Class_tipo].E1*geom_ mat[elemento[k].Class_tipo].I1/(elemento
[k].L*elemento[k].L);

r4:=
2*geom_mat[elemento[k].Class_tipo].E1*geom_ mat[elemento[k].Class_tipo].I1/elemento[
k].L;

5=
12*geom_mat[elemento[k].Class_tipo].E1*geom mat[elemento[k].Class_tipo].I1/(element
o[k].L*elemento[k].L*elemento[k].L);

Writeln('Rigidezes');

Writeln('rl =",r1);

Writeln('r2 ="',12);

Writeln('r3 =",r3);

Writeln('r4 = ',1r4);
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writeln;

writeln('comprimento do elemento 'k,": ',elemento[k].1);
writeln;

SML[1,1]:=r1;

SML|[1,4]:=-r1;

SML[2,2]:=12; //torgor
SML[2,3]:=-13; // fletor
SMLI[2,5]:=r4; // cortante

SML[2,6]:=r3;
SML][3,3]:=15;
SML|[3,5]:=-13;
SML|[3,6]:=-15;
SML[4,4]:=rl;
SML[5,5]:=12;
SML[5,6]:= r3;
SML[6,6]:=r5;

For 1:=1to 6 do
For j:=1to 6 do
SML[j,i]:= SML[i,j;
{For i:=1 to 6 do
Begin
Forj:=1to 6 do //Escrever a matriz, para conferéncia
Write(SML[1,j]:2:2,'");
Writeln;
End;
write(r1:2:2,' ',r2:2:2,' '13:2:2," ", r4:2:2,' ' 15:2:2); }

End;
{ b
Procedure matriz_rotacao(k:integer;elemento: registrol; var R:matriz); {Procedimento
para calcular a matriz de rotagdo do elemento}
Var cx,cy: real;
1,j:integer;
Begin
cx:=elemento[k].cos;
cy:=elemento[k].sen;

R[1,1]:==cx;
R[1,2]:==cy;
R[2,1]:=-cy;
R[2,2]:=cx;
R[3,3]=1;

For i:=4 to 6 do
Forj:=4to 6 do
R[i,j]:=R[i-3,j-3];

{For i:=1to 6 do
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Begin
Forj:=1to6do //Escrever a matriz, para conferéncia
Write(R[i,j]:2:2,"");
Writeln;
End; }
End;
{ §
Procedure Rigidez_global(k:integer; NOINICIAL,NOFINAL:Pont2;var
SMG:matriz_global); //k=numero de nos

const b=1000;
Var n,i,j:integer;
//SMG: matriz_global;
Begin
For n:=1 to numebar do {Lago para percorrer todas as barras da estrutura}
Begin
matriz_rotacao(n,elemento,R);
transposta(R,Rtrans);
Rigidez do elemento(n,geom mat,elemento,Rig);

Writeln('matriz de rigidez do elemento ', n);
Fori:=1to 6 do

begin

For j:=1to 6 do

Write(Rig[1,j]:5:2,'");

Writeln;

End;

readln;

writeln;

multiplica(Rtrans,Rig,Rig1,6,6);

Writeln(‘matriz de rigidez do elemento ',n," ap6s a primeira multiplicacao');
For i:=1to 6 do

begin

For j:=1to 6 do

Write(Rigl1[i,j]:5:2,'");

Writeln;

End;

writeln;

readln;

multiplica(Rig1,R,Rig,6,6);

Writeln('matriz de rigidez do elemento ',n,' ap6s a segunda multiplicacao');
For i:=1to 6 do
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begin

For j:==1to 6 do
Write(Rig[1,j]:5:2,'");
Writeln;

End;

writeln;

readln;

Writeln(‘matriz de rigidez do elemento ', n);
For i:=1to 6 do
begin
For j:=1 to 6 do
Write(Rig[i,j]:1:1,'");
Writeln;
End;
readln;
Writeln;
Fori:=1to 6 do
Forj:=1to6do
Begin
if ((i<3)or (i=3)) and ((j<3)or(j=3)) then
SMG[3*NOINICIAL[n]-3+i,3*NOINICIAL[n]-
3+j]=Rig[i,j[+SMG[3*NOINICIAL[n]-3+i,3*NOINICIAL [n]-34j];
if (i>3) and (j>3) then
SMGI[3*NOFINAL[n]-6+1,3*NOFINAL[n]-6+j]:=SMG[3*NOFINAL[n]-
3+3,3*NOFINAL|[n]-3+i]+Rig[1,)];
if (i>3) and ((j<3)or(j=3)) then
SMG[3*NOFINAL[n]-6+1,3*NOINICIAL[n]-3+j]:=SMG[3*NOINICIAL[n]-
3+1,3*NOFINAL[n]-3+j]+Rig[i,j];
if ((i<3)or(i=3)) and (j>3) then
SMG[3*NOINICIAL[n]-3+1,3*NOFINAL[n]-6+j]:=SMG[3*NOFINAL[n]-
3+1,3*NOINICIAL[n]-3+j]+Rig[i,j];
end;
End;
writeln;writeln;
escrever_matriz(3*NUMENO,SMQG);
End;
{ b
Function Comprimento(i,j:integer; X, Y :pont): real;
Begin
Comprimento:=sqrt(sqr(X[i]-X[j])+sqr(Y[i]-Y[j]));
End;
{ b

Procedure escrever(X,Y:PONT;

NOINICIAL,NOFINAL:PONT2;L:PONT;NUMENO:integer);
Var i:integer;
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Begin
assign(estrutura, TITULO);
Rewrite(estrutura);
writeln(estrutura, NO X Y Barra No inicial No final Comprimento');
For 1:=1 to Numeno do
Begin
Writeln(estrutura,i,’ LOX[i]:2:2) ', Y[]2:2, 1 ', NOINICIAL[i],
"NOFINALJi],' ',elementol[i].L:2:2);
End;
Close(estrutura);
End;
{ j
Procedure Leitura de dados(NUMENO, NUMEBAR:INTEGER);
Var i:integer;

Begin

For i:=1 to Numeno do

Begin
Write('Digite a coordenadas x ey dono ',1,"'->");
ReadIn(X[i], Y[i]);

End;

For i:= 1 to Numebar do

Begin

Write('Digite o numero do no inicial e final da barra ',i, '->");
ReadIn(NOINICIAL[i], NOFINAL[i]);
Write('Digite o numero da caracteristica ->');
ReadIn(elemento[i].Class_tipo);
elemento[i].L:= Comprimento(NOINICIAL[i], NOFINAL[1],X,Y);
elemento[i].cos:= X[NOFINALTJi]]-X[NOINICIAL[i]]/elemento[i].L;
elemento[i].sen:= Y[NOFINALJi]]-Y[NOINICIAL[i]]/elemento[i].L;
End;
/lescrever(X,Y, NOINICIAL,NOFINAL,L NUMENO);
End;
{ j

Procedure sistema(SMG:matriz_global;F:pontl;n:integer);

Var X:matriz;//vetor solucao do sistema **
C:matriz; // vetor provisorio **
T:matriz; // Jacobi: x = Tx + C **
1,J,l:integer;
max,prov,parada:real;

Begin
For i:=1 ton do
For j:==1 ton do
Begin
If i=j then
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T[1,j]:=0 else
T[1,j]:= -SMG[1,j /SMG[1,i];
End;

Fori:=1 tondo

Begin

Forj:==1 ton do

Write(T[1,j]:5:2,"");

Writeln; /] Escrever a matriz T*****
End;

Writeln('Fim da matriz de T');

Readln;readln;

max:=0;
Parada :=1;
For j:=1 to 1000 do
//While Parada > 0.01 do
Begin
multiplica(T,X,C,n,1);
Fori:=1tondo
Begin
//multiplica(T,X,C,n,1);
/Iprov:=C[i,1];
X[1,1]:=C[1, 1 [+F[i}/SMG[4i,1];
{for I:=1 ton do
Writeln(X[1,1]);
Writeln; }
//1f max<abs((X[i,1]-prov)/prov) then
//max:=abs((X[i,1]-prov)/prov);
End;
parada:=max;
//Writeln('Parada =',parada);
//readln;
end;
For i:=1 ton do
Writeln(X[i,1]:2:2," ');
End;

{ }

Procedure carreg_nodal(var X:pontl);
Var i:integer;
Begin
For i:=1 to numeno do
Begin
Write ('Digite o valor do momento tor¢or no no ',i,' ->");
Read(X[3*i-2]);
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Write ('Digite o valor do momento fletor no no ',i,' ->");
Read(X[3*i-1]);
Write ('Digite o valor da cortante no no ',i,' ->");
Read(X[3*1]);
End;
Writeln;
Writeln('Carregamento nodal');
writeln;
For i:=1 to 3*numeno do
Writeln(X[i]:5:3);
Writeln;
End;
{ b
Procedure vincular(var n:integer;var A:matriz_global;var B:pontl);// na resolugao de
sistema
Var i,j,k:integer; l,prov :real; // AX=B -
X:pontl;
Begin
For 1:=1 to 3*numeno do
X[i]:=1; //O vetor X corresponde a vinculacao da estrutura 1 restringido O livre
n:=0;
For i:=1 to numeno do
Begin
Writeln('Digite o valor da restricao para o no: ',i); //0 livre
Read(k); //1 apoio
if k=1 then /I 2 engaste
Begin
X[3*1]:=0;
n:=n+l1;
End;
if k=2 then
Begin
X[3*1-2]:=0; X[3*i-1]:=0;X[3*1]:=0;n:=n+3;
End;
End;
For i:=1 to 3*numeno do
Writeln(X[i]);
readln;readln;
For i:=1 to (3*numeno-1) do
If X[i]=0 then
Begin
For k:=i to 3*numeno-1 do
For j:==1 to 3*numeno do
Begin
prov:=A[k,jl;Alk,jl:=A[k+1,j];A[k+1,j]:=prov;// Writeln(a[k,j]);
End;
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for k:=i to 3*numeno do
begin
prov:=X[k]; X[k]:=X[k+1];X[k+1]:=prov;
end;
For k:=i to 3*numeno do
Begin
prov:=B[k]; B[k]:=B[k+1]; B[k+1]:=prov;
end;
For k:=i to 3*numeno-1 do
For j:==1 to 3*numeno do
Begin
prov:=A[j,k];
Alj.k]:=Alk+1];
A[j,k+1]:=prov;
End;
End;
Writeln; Writeln;
n:=3*numeno-n;
Fori:=1 tondo
Begin
forj:==1tondo
Write(A[i,j]:5:2);
Writeln;
End;
writeln;
for j:==1tondo
Writeln(B[j]:5:2);
writeln;

Writeln('Valor de n: ',n);
Write('Fim da vinculacao');
readln;readln;
End;
{ H
{CORPO DO PROGRAMA PRINCIPAL}
Var i,j,n:integer;

Begin
Writeln('Program grelha para analise matricial.');

Write('Digite o nome do arquivo de saida -> ');
ReadIn(TITULO);

Write('Digite o numero de geometrias e materiais diferentes');
ReadlIn(carac_dif);

geometria_e_material(carac_dif,geom mat);

Write('Digite o numero de nés da estrutura’); Read(NUMENO);



Writeln('Digite o numero de barras da estrutura.');
Read(NUMEBAR);

Writeln('fim caracteristica');

readln; readln;

Leitura_de dados(NUMENO,NUMEBAR);
Writeln('fim leitura de dados');
readln; readln;

Rigidez_globaNUMENO,NOINICIAL,NOFINAL,SMG);

carreg_nodal(F);
Writeln('Fim do carregamento no programa principal');

vincular(n,SMG,F);
Writeln('Fim da vinculagdo no programa principal');

sistema(SMG,F,n);
readln;readln;
End.



